
Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò
Ôàêóëüòåò èííîâàöèé è âûñîêèõ òåõíîëîãèé

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà è òåîðèÿ àëãîðèòìîâ, îñåíü 2015
Ëåêöèÿ 2: Ñëîæíîñòíûå êëàññû P, NP è coNP

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå

×òî íàçûâàòü áûñòðûì àëãîðèòìîì? Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû. Îïðåäåëå-

íèå êëàññà P. Ïðèìåðû çàäà÷ èç P. Çàìêíóòîñòü P îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé äî-

ïîëíåíèÿ, îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ. Äðóãèå êëàññû äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ âû-

÷èñëåíèé: E, EXP è ò.ä. Èäåÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ âû÷èñëåíèé. Íåäåòåðìèíè-

ðîâàííûå ìàøèíû Òüþðèíãà. Êëàññ NTIME(T (n)). Âëîæåíèå NTIME(T (n)) ⊂
DTIME(2O(T (n))). Îïðåäåëåíèÿ êëàññà NP ÷åðåç íåäåòåðìèíèðîâàííûå ìàøèíû

è ÷åðåç ñåðòèôèêàòû. Ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ îïðåäåëåíèé. Ïðèìåðû çàäà÷ èç NP.
Öåïî÷êà âëîæåíèé P ⊂ NP ⊂ EXP. Çàìêíóòîñòü NP îòíîñèòåëüíî îáúåäèíå-

íèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ. Ïðîáëåìà ïåðåáîðà (P
?
= NP): ôîðìóëèðîâêà è èçâåñòíûå

îáñòîÿòåëüñòâà, ïðåïÿòñòâóþùèå å¼ ðåøåíèþ. Êëàññû coNP è NP∩ coNP. Åñëè
P = NP, òîNP = coNP. ÊëàññûNE èNEXP. Åñëè P = NP, òî EXP = NEXP.

1 ×òî íàçûâàòü áûñòðûì àëãîðèòìîì?

Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû óñëîâèëèñü èçìåðÿòü âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû êàê ÷èñëî å¼
øàãîâ â õóäøåì ñëó÷àå. Íî êàêîå âðåìÿ ñ÷èòàòü õîðîøèì, äîñòóïíûì äëÿ ðåàëèçàöèè
íà íàñòîÿùèõ ìàøèíàõ? Òî÷íûé îòâåò çàâèñèò îò ïðèëîæåíèé. Íàïðèìåð, ðåàëèçóå-
ìàÿ ïðîãðàììà, àíàëèçèðóþùàÿ ãðàô âñåãî èíòåðíåòà, ìîæåò èìåòü ïðàêòè÷åñêè òîëü-
êî ëèíåéíîå âðåìÿ ðàáîòû. (Âîçìîæíî, ïîäîéä¼ò O(n log n), íî íèêàê íå O(n2): òàêàÿ
ïðîãðàììà áóäåò ïîïðîñòó íå óñïåâàòü çà èçìåíåíèåì ãðàôà). Îäíàêî, äëÿ îáùåé òåî-
ðèè õîòåëîñü áû èìåòü áîëåå ïðî÷íûé ôóíäàìåíò. Æåëàòåëüíî, ÷òîáû êëàññ áûñòðûõ
àëãîðèòìîâ íå çàâèñåë îò äåòàëåé âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè. Â êà÷åñòâå òàêîãî êëàññà
áûë âûáðàí êëàññ àëãîðèòìîâ ñ ïîëèíîìèàëüíûì âðåìåíåì ðàáîòû. Õîòÿ äëÿ áîëüøèõ
ñòåïåíåé ïîëèíîìà òàêèå àëãîðèòìû íå ðåàëèçóåìû íà ïðàêòèêå, áîëüøèå ñòåïåíè ïî-
ëèíîìà â ðåàëüíûõ àëãîðèòìàõ îáû÷íî è íå âñòðå÷àþòñÿ. Áîëåå òîãî, åñëè îòêðûò àëãî-
ðèòì ñ áîëüøèì ïîëèíîìèàëüíûì âðåìåíåì ðàáîòû, òî îáû÷íî â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ
ñòåïåíü óìåíüøàåòñÿ äî ïðèåìëåìûõ çíà÷åíèé. (Íàïðèìåð, çíàìåíèòûé AKS-àëãîðèòì
ïðîâåðêè ïðîñòîòû èçíà÷àëüíî èìåë ñëîæíîñòü O(n12), à çàòåì áûë óëó÷øåí äî O(n6)).
Òàêæå íå âñòðå÷àþòñÿ è àëãîðèòìû ñî âðåìåíåì ðàáîòû âèäà nlogn èëè äàæå nlog logn,
÷òî àñèìïòîòè÷åñêè áûñòðåå ïîëèíîìà, íî ïðè ðåàëüíûõ çíà÷åíèÿõ n âïîëíå äîñòóïíî.
Ïîëèíîìèàëüíîñòü âðåìåíè ðàáîòû õîðîøà òåì, ÷òî íå çàâèñèò îò äåòàëåé âû÷èñëè-
òåëüíîé ìîäåëè. Íàïðèìåð, ïðè ïåðåõîäå îò ìíîãîëåíòî÷íîé ìàøèíû ê îäíîëåíòî÷íîé
âðåìÿ âîçâîäèòñÿ â êâàäðàò, íî êâàäðàò ïîëèíîìà îñòà¼òñÿ ïîëèíîìîì.

2 Êëàññ P

Ôîðìàëüíî êëàññ P îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

Îïðåäåëåíèå 1. P = ∪∞c=1DTIME(nc).
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Ìîæíî óïðîù¼ííî çàïèñàòü ýòî îïðåäåëåíèå êàê P = DTIME(poly(n)). Ïðèìåðàìè
ÿçûêîâ èç P ÿâëÿþòñÿ òàêèå ìíîæåñòâà:

� PATH = {(G, s, t) | â ãðàôå G åñòü ïóòü èç s â t}. Íàëè÷èå ïóòè â ãðàôå ïðîâåðÿåòñÿ
áûñòðî, íàïðèìåð îáõîäîì â øèðèíó.

� CONNECTED = {G | G � ñâÿçíûé ãðàô}. Íàïðèìåð, ìîæíî ïðîâåðèòü ãðàô íà
ñâÿçíîñòü, ïðîâåðèâ íàëè÷èå ïóòè èç íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé âåðøèíû âî âñå
îñòàëüíûå, èëè èñïîëüçîâàòü îáõîä ãðàôà åäèíîâðåìåííî.

� EULERCYCLE = {G | â ãðàôå G åñòü ýéëåðîâ öèêë}. Ïî êðèòåðèþ ñóùåñòâîâàíèÿ
ýéëåðîâà öèêëà äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñâÿçíîñòü, à òàêæå ïîñ÷èòàòü ñòåïåíè âñåõ
âåðøèí è ïðîâåðèòü, ÷òî âñå îíè ÷¼òíûå.

� BIPARTITE = {G | ãðàô G äâóäîëüíûé}. Èíûìè ñëîâàìè, âåðøèíû ãðàôà G ìîæ-
íî ïîêðàñèòü â 2 öâåòà, òàê ÷òîáû âåðøèíû îäíîãî öâåòà íå áûëè ñîåäèíåíû
ðåáðîì. Â äàííîì ñëó÷àå ïîäîéä¼ò �æàäíûé� àëãîðèòì: ïîêðàñèì îäíó âåðøèíó
ïðîèçâîëüíî, äàëüøå áóäåì êðàñèòü ñîñåäíèå ñ óæå ïîêðàøåííûìè ñîãëàñíî óñëî-
âèþ, ïîêà íå ïðèä¼ì ê ïðîòèâîðå÷èþ èëè íå ïîêðàñèì âñþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè.
Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðîäîëæèì òåì æå àëãîðèòìîì, ïîêà âñå êîìïîíåíòû íå êîí-
÷àòñÿ. Åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò ñëó÷èëîñü ïðîòèâîðå÷èå, çíà÷èò ãðàô ñîäåðæèò
íå÷¼òíûé öèêë, à òîãäà îí íå ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî åñëè â ïîñòàíîâêó çàäà÷è âõîäèò ÷èñëîâîé ïàðàìåòð n, òî
ïîëèíîì ñ÷èòàåòñÿ íå îò ýòîãî ïàðàìåòðà, à îò åãî ëîãàðèôìà, ò.ê. íà çàïèñü ÷èñëà n
òðåáóåòñÿ log n áèòîâ. Åñëè àëãîðèòì ðàáîòàåò ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îò ñàìîãî n, òî
òàêîé àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûì. Ñóùåñòâóþò çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ
íå èçâåñòíî ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà, íî èçâåñòåí ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé. Íàïðè-
ìåð, òàêèìè çàäà÷àìè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷à î ðþêçàêå

KNAPSACK = {(n1, . . . , nk,m1, . . . ,mk, N,M) | ∃α ∈ {0, 1}k
∑

αini 6 N è
∑

αimi >M}

è å¼ ÷àñòíûé ñëó÷àé

SUBSET-SUM = {(n1, . . . , nk, N) | ∃α ∈ {0, 1}k
∑

αini = N}.

Èíòåðïðåòàöèÿ çàäà÷è î ðþêçàêå òàêàÿ: èìåþòñÿ ïðåäìåòû ñ âåñàìè ni è ñòîèìîñòÿìè
mi. Âîïðîñ: ìîæíî ëè âçÿòü â ðþêçàê íåñêîëüêî ïðåäìåòîâ, òàê ÷òîáû èõ ñóììàðíûé
âåñ íå ïðåâûñèë N (èíà÷å ðþêçàê ïîðâ¼òñÿ), à ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü áûëà íå ìåíüøå
M . Â çàäà÷å SUBSET-SUM îñòà¼òñÿ îäèí ïàðàìåòð: ñòàâèòñÿ âîïðîñ î òîì, ìîæíî ëè
çàïîëíèòü ðþêçàê ïîëíîñòüþ.

Íåòðóäíî çàìåòèòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êëàññà P:

Òåîðåìà 2. Åñëè L ∈ P è M ∈ P, òî L, L ∪M , L ∩M òàêæå ëåæàò â P.

Èíà÷å ãîâîðÿ, êëàññ P çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé äîïîëíåíèÿ, îáúåäèíåíèÿ,
ïåðåñå÷åíèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, èìåÿ îòâåò íà âîïðîñ, ïðèíàäëåæèò ëè ñëîâî x ÿçû-
êàì L è M , ïðîñòåéøèìè ëîãè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè (îòðèöàíèå, äèçúþíêöèÿ, êîíú-
þíêöèÿ) ìîæíî ïîëó÷èòü îòâåòû íà âîïðîñû î ïðèíàäëåæíîñòè ñëîâà x ÿçûêàì L,
L ∪M , L ∩M ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè îïåðàöèè çàéìóò ñîâñåì íåìíîãî âðåìåíè, ïîýòîìó
âðåìÿ ðàáîòû îñòàíåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì. Áîëåå òî÷íî, åñëè L ∈ DTIME(T (n)), òî
L ∈ DTIME(T (n)), à åñëè L ∈ DTIME(T (n)) è M ∈ DTIME(S(n)), òî L∪M è L∩M
ëåæàò â DTIME(max{T (n), S(n)}).

Ïîìèìî êëàññà P èçó÷àþò äðóãèå êëàññû, îïðåäåëÿåìûå ïîðÿäêîì ðîñòà âðåìåíè
ðàáîòû íà ìàøèíå Òüþðèíãà:

� E = DTIME(2O(n)) = ∪∞c=1DTIME(2cn);

� EXP = DTIME(2poly(n)) = ∪∞c=1DTIME(2nc
) (èíîãäà åãî òàêæå íàçûâàþò

EXPTIME);

� EE = DTIME(22O(n)
) = ∪∞c=1DTIME(22cn);

� EEXP = DTIME(22poly(n)
) = ∪∞c=1DTIME(22n

c

);

� è ò.ä.

Î÷åâèäíî, ÷òî P ⊂ E ⊂ EXP ⊂ EE ⊂ EEXP. Èç òåîðåìû îá èåðàðõèè ñëåäóåò, ÷òî
âñå ýòè âëîæåíèÿ ñòðîãèå. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìû ïîêà îòëîæèì.

3 Íåäåòåðìèíèðîâàííûå ìàøèíû Òüþðèíãà

Íåäåòåðìèíèðîâàííûå âû÷èñëåíèÿ � âàæíàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ êîíöåïöèÿ, õîòÿ ïî âñåé
âèäèìîñòè íå ðåàëèçóåìàÿ íà ïðàêòèêå. Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, íåäåòåðìèíèçì ïîçâî-
ëÿåò ïðîâîäèòü ïåðåáîð ýêñïîíåíöèàëüíûõ ñåìåéñòâ ñëîâ çà îäèí øàã, ñðàçó �óãàäû-
âàÿ� íóæíîå ñëîâî. Ôîðìàëüíî íåäåòåðìèíèðîâàííûå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ íà íåäå-
òåðìèíèðîâàííîé ìàøèíå Òüþðèíãà.

Îïðåäåëåíèå 3. Íåäåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíîé Òüþðèíãà ñ k ëåíòàìè íàçûâàåòñÿ
êîðòåæ 〈Σ,Γ, Q, q0, qa, qr, δ〉, ãäå Σ, Γ è Q ñóòü êîíå÷íûå íåïóñòûå ìíîæåñòâà, ïðè÷¼ì
Σ ⊂ Γ è Γ ∩ Q = ∅, q0, qa, qr ∈ Q è ïîïàðíî ðàçëè÷íû, à δ : (Q \ {qa, qr}) × Γk ⇒
Q× Γk × {L,N,R}k � âñþäó îïðåäåë¼ííàÿ ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííûì îòëè÷èåì îò äåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíû ÿâëÿåòñÿ
ìíîãîçíà÷íîñòü ôóíêöèè ïåðåõîäà δ. Ãîðàçäî ñèëüíåå îòëè÷èå â îïðåäåëåíèè òîãî, ÷òî
òàêîå âû÷èñëåíèå è ÷òî îçíà÷àåò ðàñïîçíàâàíèå ÿçûêà.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü C = (a1σ1, . . . , akσk; τ1b1, . . . , τkbk; q) è C ′ = (a′1, . . . , a
′
k; b′1, . . . , b

′
k; r) �

íåêîòîðûå êîíôèãóðàöèè, ãäå q 6= qa è q 6= qr. Òîãäà ïåðåõîä îò C ê C ′ äîïóñò�èì, åñëè
ñðåäè çíà÷åíèé δ(q, τ1, . . . , τk) íàéä¼òñÿ (r, ρ1, . . . , ρk, D1, . . . , Dk), òàêîå ÷òî:

� Åñëè Di = L, òî a′i = ai (èëè a
′
i = #, åñëè ai = ε), b′i = σiρibi;

� Åñëè Di = N , òî a′i = aiσi, b
′
i = ρibi;
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� Åñëè Di = R, òî a′i = aiσiρi, b
′
i = bi (èëè b

′
i = #, åñëè bi = ε).

Òàêèì îáðàçîì, èç êàæäîé êîíôèãóðàöèè ìîæíî ïåðåéòè íå â îäíó, à â íåñêîëüêî,
â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèè ïåðåõîäà.

Îïðåäåëåíèå 5. Öåïî÷êà êîíôèãóðàöèé (C1, . . . , Cn) íàçûâàåòñÿ âû÷èñëåíèåì, åñëè
âñå ïåðåõîäû îò Ci ê Ci+1 äîïóñòèìû.

Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå êîíôèãóðàöèè ñ îäíèì è òåì æå íà÷àëîì îáðàçóþò óêîðå-
í¼ííîå äåðåâî: êîðíåì áóäåò íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ, à íåïîñðåäñòâåííûìè ïîòîìêà-
ìè êàæäîé âåðøèíû � òå êîíôèãóðàöèè, ïåðåõîäû â êîòîðûå äîïóñòèìû. Êàê îáû÷íî,
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàøèíà, ïîëó÷èâøàÿ íà âõîä ñëîâî x, íà÷èíàåò âû÷èñëåíèå â êîí-
ôèãóðàöèè (#, . . . ,#︸ ︷︷ ︸

k ðàç

;x,#, . . . ,#︸ ︷︷ ︸
k−1 ðàç

; q0). Íèæå ìû áóäåì ïðîñòî ïèñàòü, ÷òî âû÷èñëåíèå

íà÷èíàåòñÿ ñ x.

Îïðåäåëåíèå 6. Ãîâîðÿò, ÷òî íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà M ðàñïîçíà¼ò ÿçûê L çà
âðåìÿ T (n), åñëè ïðè âñåõ x ∈ {0, 1}∗ âåðíî ñëåäóþùåå:

� Ëþáîå âû÷èñëåíèå, íà÷èíàþùååñÿ ñ x, íå äëèííåå T (|x|) (èíà÷å ãîâîðÿ, ìàøèíà â
ëþáîì ñëó÷àå îñòàíàâëèâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì çà T (|x|) øàãîâ);

� Åñëè x ∈ L, òî íàéä¼òñÿ âû÷èñëåíèå, íà÷èíàþùååñÿ ñ x è çàêàí÷èâàþùååñÿ â
ñîñòîÿíèè qa;

� Åñëè x 6∈ L, òî ëþáîå âû÷èñëåíèå, íà÷èíàþùååñÿ ñ x, çàêàí÷èâàåòñÿ â ñîñòîÿíèè
qr.

Íåäåòåðìèíèðîâàííûå âû÷èñëåíèÿ ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùèé ñëîæ-
íîñòíîé êëàññ:

Îïðåäåëåíèå 7. Êëàññîì NTIME(T (n)) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ÿçûêîâ, ðàñïîçíàâà-
åìûõ íà íåäåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíå Òüþðèíãà çà âðåìÿ O(T (n)).

Çàìå÷àíèå 8. Íåêîòîðûå àâòîðû ãîâîðÿò íå î ìíîãîçíà÷íîé, à î äâóçíà÷íîé ôóíêöèè
ïåðåõîäà δ, èëè î äâóõ ôóíêöèÿõ δ0 è δ1. Îò òàêîé âàðèàöèè âðåìÿ ðàáîòû èçìåíèòñÿ
â êîíñòàíòó ðàç, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè δ èìååò êîíñòàíòíûé (ò.å.
çàâèñÿùèé íå îò äëèíû âõîäà, à òîëüêî îò ïàðàìåòðîâ ìàøèíû) ðàçìåð, ïîýòîìó âû-
áîð íóæíîãî çíà÷åíèÿ ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü êàê êîíñòàíòíîå ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíûõ
áèíàðíûõ âûáîðîâ. Òî÷íûé ðàçìåð ìíîæåñòâà çíà÷åíèé � |Q| · |Γ|k · 3k.

Ëåãêî óñòàíîâèòü ñëåäóþùóþ ñâÿçü ìåæäó äåòåðìèíèðîâàííûìè è íåäåòåðìèíèðî-
âàííûìè âû÷èñëåíèÿìè:

Òåîðåìà 9. NTIME(T (n)) ⊂ DTIME(2O(T (n))).

Êàê è ðàíüøå, çàïèñü â ïðàâîé ÷àñòè òîëêóåòñÿ êàê ∪∞c=1DTIME(2cT (n)). Â äàëü-
íåéøåì ìû òàêæå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïîäîáíûìè ñîêðàùåíèÿìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê óæå óïîìèíàëîñü, ó ôóíêöèè ïåðåõîäà ìîæåò áûòü íå áîëüøå
íåêîòîðîé êîíñòàíòû K çíà÷åíèé. Çíà÷èò, îáùåå êîëè÷åñòâî êîíôèãóðàöèé âî âñåõ âû-
÷èñëåíèÿõ, íà÷èíàþùèõñÿ ñ äàííîãî âõîäà è èìåþùèõ äëèíó íå áîëüøå T , íå ïðåâûøà-
åò KT = 2O(T ). Çà òàêîå æå âðåìÿ ìîæíî âñå ýòè êîíôèãóðàöèè ïåðåáðàòü (íàïðèìåð,
îáõîäÿ äåðåâî) è ïðîâåðèòü, âñòðå÷àåòñÿ ëè ñðåäè íèõ ñîñòîÿíèå qa. Åñëè âñòðå÷àåòñÿ,
òî äàííûé âõîä ëåæèò â ÿçûêå, èíà÷å íå ëåæèò.

4 Äâà îïðåäåëåíèÿ êëàññà NP è èõ ýêâèâàëåíòíîñòü

ÊëàññNP âàæåí êàê äëÿ òåîðèè, òàê è äëÿ ïðàêòèêè. Ó íåãî åñòü äâà ýêâèâàëåíòíûõ
îïðåäåëåíèÿ: ÷åðåç íåäåòåðìèíèðîâàííûå ìàøèíû è ÷åðåç ñåðòèôèêàòû.

Îïðåäåëåíèå 10. NP = ∪∞c=1NTIME(nc).

Ýòî îïðåäåëåíèå îáúÿñíÿåò íàçâàíèå NP: N � íåäåòåðìèíèðîâàííûå âû÷èñëåíèÿ,
P � ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Îïðåäåëåíèå 11. Êëàññîì NP íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ÿçûêîâ L, äëÿ êîòîðûõ ñóùå-
ñòâóåò ôóíêöèÿ V (x, s) ñ áóëåâûìè çíà÷åíèÿìè, âû÷èñëèìàÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ
îò äëèíû ïåðâîãî àðãóìåíòà, òàêàÿ ÷òî:

� Åñëè x ∈ L, òî ∃s V (x, s) = 1;

� Åñëè x 6∈ L, òî ∀s V (x, s) = 0.

Âòîðîé âõîä s ÷àñòî íàçûâàþò ñåðòèôèêàòîì, à ôóíêöèþ V � âåðèôèêàòîðîì.
Òàêèì îáðàçîì, ñåðòèôèêàò óäîñòîâåðÿåò, ÷òî x ∈ L, à âåðèôèêàòîð ïðîâåðÿåò âåðíîñòü
ñåðòèôèêàòà. Äëÿ ñëîâ èç ÿçûêà ïîäõîäÿùèé ñåðòèôèêàò äîëæåí ñóùåñòâîâàòü, à äëÿ
ñëîâ íå èç ÿçûêà âñå ñåðòèôèêàòû äîëæíû îòâåðãàòüñÿ. Èíà÷å ãîâîðÿ, êëàññ NP � ýòî
êëàññ ÿçûêîâ, ïðèíàäëåæíîñòü ê êîòîðûì ìîæíî áûñòðî äîêàçàòü, à P � êëàññ ÿçûêîâ,
ïðèíàäëåæíîñòü ê êîòîðûì ìîæíî áûñòðî âûÿñíèòü.

Çàìå÷àíèå 12. Îãîâîðêà î òîì, ÷òî âðåìÿ ðàáîòû V ïîëèíîìèàëüíî èìåííî îò äëèíû
x, âàæíà, èíà÷å â ñåðòèôèêàò ìîæíî áûëî áû âêëþ÷èòü ñëèøêîì ìíîãî èíôîðìàöèè.
Àëüòåðíàòèâíî ìîæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû àëãîðèòì V áûë ïîëèíîìèàëüíûì îò ñâîåãî
âõîäà öåëèêîì, à âîò äëèíà ñåðòèôèêàòà áûëà áû îãðàíè÷åíà ïîëèíîìîì îò äëèíû x.

Òåîðåìà 13. Îïðåäåëåíèÿ 10 è 11 ýêâèâàëåíòíû, ò.å. çàäàþò îäèí è òîò æå êëàññ

ÿçûêîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L ðàñïîçíà¼òñÿ íåäåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíîé M , êîòîðàÿ
ðàáîòàåò O(nc) øàãîâ. Òîãäà â êà÷åñòâå ñåðòèôèêàòà ìîæíî âçÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
çíà÷åíèé ôóíêöèè ïåðåõîäà, à âåðèôèêàòîð áóäåò ìîäåëèðîâàòü ðàáîòó ìàøèíû M ,
èñïîëüçóÿ äàííûå ñåðòèôèêàòà äëÿ âûáîðà îäíîé èç âåòâåé àëãîðèòìà. Ìîæíî äåé-
ñòâîâàòü è ïî-äðóãîìó: â êà÷åñòâå ñåðòèôèêàòà âçÿòü âñ¼ âû÷èñëåíèå, à âåðèôèêàòîðîì
ïðîâåðÿòü åãî ñîîòâåòñòâèå ïðîãðàììå.

Ïóñòü, íàïðîòèâ, äëÿ L âåðíî ñåðòèôèêàòíîå îïðåäåëåíèå. Òîãäà ñåðòèôèêàò íå
ìîæåò áûòü äëèííåå, ÷åì âðåìÿ ðàáîòû V , ò.å. ÷åì íåêîòîðûé ïîëèíîì p(|x|). Íåäåòåð-
ìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà áóäåò ðàáîòàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà îíà íåäåòåðìèíè-
ðîâàííî íàïèøåò ñåðòèôèêàò s äëèíû íå áîëüøå p(|x|), à çàòåì çàïóñòèò V (x, s).
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Ïðèìåðàìè ÿçûêîâ èç NP ñëóæàò òàêèå çàäà÷è:

� SAT = {ϕ | ϕ � âûïîëíèìàÿ áóëåâà ôîðìóëà}. (Âûïîëíèìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ôîð-
ìóëà ðàâíà 1 íà íåêîòîðîì âõîäå). Â äàííîì ñëó÷àå ñåðòèôèêàòîì áóäåò âûïîë-
íÿþùèé íàáîð, à âåðèôèêàòîð ïðîâåðèò, ÷òî çíà÷åíèå ôîðìóëû íà ýòîì íàáîðå
äåéñòâèòåëüíî ðàâíî 1. Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à 3SAT, â êîòî-
ðîé ïðî ôîðìóëó ϕ äîïîëíèòåëüíî ñêàçàíî, ÷òî îíà ïðåäñòàâëåíà â âèäå 3-ÊÍÔ,
ò.å. ÊÍÔ, â êîòîðîé êàæäûé äèçúþíêò ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòîì 3 ëèòåðàëîâ.

� CLIQUE = {(G, k) | â ãðàôå G íàéä¼òñÿ ïîëíûé ïîäãðàô õîòÿ áû íà k âåðøèíàõ}.
Ñåðòèôèêàòîì áóäåò ñàìà êëèêà.

� 3COL = {G | âåðøèíû ãðàôà G ìîæíî ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü â 3 öâåòà}. Ñåðòè-
ôèêàòîì áóäåò ðàñêðàñêà.

� HAMCYCLE = {G | â ãðàôå G ñóùåñòâóåò ãàìèëüòîíîâ öèêë}. (Ãàìèëüòîíîâ öèêë
ïðîõîäèò ðîâíî 1 ðàç ÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó). Ñåðòèôèêàòîì áóäåò ñàì öèêë.

� KNAPSACK, SUBSET-SUM (ñì. âûøå). Ñåðòèôèêàòîì áóäåò íàáîð α.

� FACTORING = {(N, a, b) | ó ÷èñëà N ñóùåñòâóåò ïðîñòîé äåëèòåëü íà îòðåçêå
[a, b]}. Ñåðòèôèêàòîì áóäåò ýòîò äåëèòåëü.

Çàäà÷è èç êëàññà NP âñòðå÷àþòñÿ î÷åíü ÷àñòî â äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå, àëãåáðå,
ëîãèêå, äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè è äðóãèõ ðàçäåëàõ �êîíå÷íîé ìàòåìàòèêè�.

Êàê è êëàññ P, êëàññ NP çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ÿçûêîâ
(íî íå äîïîëíåíèÿ!). Áîëåå òîãî, ìîæíî äîêàçàòü òàêóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 14. Åñëè L ∈ NTIME(T (n)), à M ∈ NTIME(S(n)), òî L ∪ M è L ∩ M
ëåæàò â NTIME(max{T (n), S(n)}).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà äîëæíà ñíà÷àëà ïðîâåñòè âû÷èñëåíèå
äëÿ L, çàòåì äëÿ M , à çàòåì âçÿòü äèçúþíêöèþ èëè êîíúþíêöèþ ðåçóëüòàòîâ äëÿ
L ∪M è L ∩M ñîîòâåòñòâåííî. Â ñëó÷àå ñ äèçúþíêöèåé äëÿ ýëåìåíòîâ L ∪M õîòÿ
áû íà îäíîé âåòâè õîòÿ áû îäíîãî èç ýòàïîâ îòâåò áóäåò ïîëîæèòåëüíûì, ïîýòîìó íà
ñîîòâåòñòâóþùåé âåòâè îáùåãî àëãîðèòìà îòâåò áóäåò ïîëîæèòåëüíûé, à äëÿ ñëîâ íå
èç L ∪M íà âñåõ âåòâÿõ îáîèõ ýòàïîâ áóäåò îòðèöàòåëüíûé îòâåò, ïîýòîìó è èòîãîâûé
îòâåò áóäåò îòðèöàòåëüíûì. Â ñëó÷àå ñ êîíúþíêöèåé äëÿ ýëåìåíòîâ L∩M íà êàêîé-òî
âåòâè íà êàæäîì ýòàïå îòâåò áóäåò ïîëîæèòåëüíûì, ïîýòîìó íà ñîñòàâíîé âåòâè îòâåò
òàêæå áóäåò ïîëîæèòåëüíûì. Äëÿ ñëîâ íå èç L ∩M íà êàêîì-òî èç ýòàïîâ îòâåòû íà
âñåõ âåòâÿõ áóäóò îòðèöàòåëüíûìè, ïîýòîìó è èòîãîâûé îòâåò áóäåò îòðèöàòåëüíûì.

Âðåìÿ ðàáîòû áóäåò ïðèìåðíî ðàâíî ñóììå O(T (n)) è O(S(n)), ÷òî òàêæå ïðåäñòà-
âèìî â âèäå O(max{T (n), S(n)}).

5 Ïðîáëåìà ïåðåáîðà (P
?
= NP)

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî P ⊂ NP (è âîîáùå, DTIME(T (n)) ⊂ NTIME(T (n))): äåòåð-
ìèíèðîâàííûå ìàøèíû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì íåäåòåðìèíèðîâàííûõ. Òàêæå èç
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òåîðåìû 9 ñëåäóåò, ÷òî NP ⊂ EXP. Âñêîðå ìû äîêàæåì, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ
âëîæåíèé ñòðîãîå, ò.ê. P 6= EXP. Îäíàêî âîïðîñ î òîì, ÿâëÿþòñÿ ëè ñòðîãèìè îáà
âëîæåíèÿ, îòêðûò. Íàèáîëüøåå âíèìàíèå ïðèâëåêàåò âîïðîñ î ðàâåíñòâå êëàññîâ P è
NP. Îí òàêæå íàçûâàåòñÿ ïðîáëåìîé ïåðåáîðà, ïîòîìó ÷òî ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí
òàê: âîçìîæíî ëè ñìîäåëèðîâàòü ýêñïîíåíöèàëüíûé ïåðåáîð âîçìîæíûõ ñåðòèôèêàòîâ
çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ? Ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé è ïîäàâ-
ëÿþùàÿ ÷àñòü òåîðåòè÷åñêîé êðèïòîãðàôèè ðàçðàáîòàíû â ïðåäïîëîæåíèè P 6= NP.
Îäíàêî ýòî íå åäèíñòâåííîå íåäîêàçàííîå ïðåäïîëîæåíèå. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå: íåêîë-
ëàïñèðîâàíèå ïîëèíîìèàëüíîé èåðàðõèè, ñóùåñòâîâàíèå îäíîñòîðîííåé ôóíêöèè è äð.
Èñõîäíûé âîïðîñ ïîñòàâëåí â íà÷àëå 1970-õ Ñòèâåíîì Êóêîì è Ëåîíèäîì Ëåâèíûì,
îäíàêî äî ñèõ ïîð âñå ñóùåñòâåííûå ïðîäâèæåíèÿ ëèøü äîïîëíèòåëüíî ïîêàçûâàëè,
÷òî âîïðîñ ñëîæíûé:

� Â îðèãèíàëüíûõ ðàáîòàõ Êóê è Ëåâèí íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà îòêðûëè êëàññ
NP-ïîëíûõ çàäà÷, �ñàìûõ ñëîæíûõ� â êëàññåNP. Íàõîæäåíèå ïîëèíîìèàëüíîãî
àëãîðèòìà äëÿ ëþáîé èç íèõ ïðèâåëî áû ê òîìó, ÷òî P = NP, îäíàêî ìíîãîëåòíèå
óñèëèÿ îãðîìíîãî ÷èñëà ó÷¼íûõ ïî ïîèñêó òàêîãî àëãîðèòìà óñïåõîì íå óâåí÷à-
ëèñü. Ïîäðîáíî ïðî NP-ïîëíûå çàäà÷è ìû ïîãîâîðèì íà ñëåäóþùåé ëåêöèè.

� Â 1975 ãîäó Áåéêåð, Äæèëë è Ñîëîâåé äîêàçàëè, ÷òî ïðîáëåìà P
?
= NP íå ðåëÿ-

òèâèçóåòñÿ, ò.å. ñóùåñòâóåò îðàêóë A, òàêîé ÷òî PA = NPA, è ñóùåñòâóåò îðàêóë
B, òàêîé ÷òî PB 6= NPB. (Ïîäðîáíåå î âû÷èñëåíèÿõ ñ îðàêóëîì è ýòîé òåîðåìå
ìû ïîãîâîðèì ÷åðåç ëåêöèþ). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ëþáîå ïðàâèëüíîå äîêàçàòåëüñòâî
äîëæíî áûòü íåðåëÿòèâèçóåìûì, à ïðèìåðîâ òàêèõ äîêàçàòåëüñòâ íå òàê ìíîãî.

� Â 1994 ãîäó Ðàçáîðîâ è Ðóäè÷ ââåëè ïîíÿòèå åñòåñòâåííîãî äîêàçàòåëüñòâà è äî-
êàçàëè ñëåäóþùèé ôàêò: åñëè âåðíî íåêîòîðîå óñèëåíèå P 6= NP, òî ñàìî óòâåð-
æäåíèå P 6= NP íåâîçìîæíî äîêàçàòü ïðè ïîìîùè åñòåñòâåííûõ äîêàçàòåëüñòâ.

� Â 2008 ãîäó Ààðîíñîí è Âèãäåðñîí äîêàçàëè, ÷òî ãèïîòåòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî
P 6= NP íå ìîæåò èñïîëüçîâàòü �àëãåáðàè÷åñêèå òåõíèêè�, ÷òî äîïîëíèòåëüíî
èñêëþ÷èëî ìíîãèå èçâåñòíûå ìåòîäû.

Ïðè ýòîì èç-çà òîãî, ÷òî çà ðåøåíèå ïðîáëåìû ïåðåáîðà íàçíà÷åíà ïðåìèÿ â ìèëëèîí
äîëëàðîâ, âîïðîñ ïðèâëåêàåò âíèìàíèå ìíîãèõ íåïðîôåññèîíàëîâ, â ðåçóëüòàòå íåñêîëü-
êî ðàç â ãîä ïîÿâëÿþòñÿ çàÿâëåíèÿ î òîì, ÷òî ïðîáëåìà ðåøåíà. Êàê ïðàâèëî, íàéòè
îøèáêó â ðàññóæäåíèÿõ íå ñîñòàâëÿåò áîëüøîãî òðóäà, íî ñëó÷àþòñÿ è áîëåå èçîùð¼í-
íûå ïîïûòêè, íàïðèìåð ðàáîòà Âèäæàÿ Äåîëàëèêàðà 2010 ãîäà, âûçâàâøàÿ ïåðåïîëîõ
â ñðåäå òåîðåòèêîâ. Ñîîáùåñòâî áûñòðî ñàìîîðãàíèçîâàëîñü, ïðèñòàëüíî èçó÷èëî ñòî-
ñòðàíè÷íóþ ñòàòüþ è íàøëî ¾äûðêó¿, êîòîðàÿ ïîêà íå çàäåëàíà.

Òàêæå ìíîãèå îáûâàòåëè, çàâîðîæåííûå ñëîâîñî÷åòàíèåì �êâàíòîâûé êîìïüþòåð�,
îøèáî÷íî ïîëàãàþò, ÷òî èçîáðåòåíèå êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà ïîçâîëèò ðåøàòü âñå çà-
äà÷è èç NP çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Îäíàêî íà ñîâðåìåííîì óðîâíå çíàíèé ýòî íå
òàê: ïðî çàäà÷ó î ðàçëîæåíèè ÷èñëà íà ìíîæèòåëè (êîòîðóþ áûñòðî ðåøàåò êâàíòîâûé
êîìïüþòåð) íå äîêàçàíà NP-ïîëíîòà, à äëÿ NP-ïîëíûõ çàäà÷ íå èçâåñòíî êâàíòîâûõ
àëãîðèòìîâ.
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Ðèñ. 1: Êèðïè÷íàÿ êëàäêà íà ñòåíå ôàêóëüòåòà êîìïüþòåðíûõ íàóê ïðèíñòîíñêîãî óíè-
âåðñèòåòà. Êàæäûé îòñóòñòâóþùèé êèðïè÷ îáîçíà÷àåò åäèíèöó, ïðèñóòñòâóþùèé �
íîëü. Ñòðîêè êîäèðóþò â ñåìèáèòíîé ASCII-çàïèñè âîïðîñ ¾P=NP?¿.

Âîïðîñ î ðàâåíñòâå P è NP íàñòîëüêî âàæåí, ÷òî â 1989 ãîäó åãî óâåêîâå÷èëè â
êàìíå íà ñòåíå ôàêóëüòåòà êîìïüþòåðíûõ íàóê ïðèíñòîíñêîãî óíèâåðñèòåòà (ñì. ðèñ. 1).

6 Êëàññ coNP

Â îòëè÷èå îò êëàññà P, äëÿ êëàññà NP ñêîðåå âñåãî íå âåðíà çàìêíóòîñòü îòíîñè-
òåëüíî äîïîëíåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, íåïîíÿòíî, êàê ìîæíî áûñòðî äîêàçàòü îòñóòñòâèå
ïîäõîäÿùåãî ñåðòèôèêàòà. Äîïîëíåíèÿ ÿçûêîâ èç NP îáúåäèíÿþò â îòäåëüíûé êëàññ
coNP:

Îïðåäåëåíèå 15. coNP = {L | L ∈ NP}.

Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè ê NP îòíîñÿòñÿ ÿçûêè, ïðèíàäëåæíîñòü ê êîòîðûì ëåãêî äîêà-
çàòü, òî coNP � êëàññ ÿçûêîâ, ïðèíàäëåæíîñòü ê êîòîðûì ëåãêî îïðîâåðãíóòü. Ñàìûì
åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâèòåëåì êëàññà coNP ÿâëÿåòñÿ ÿçûê òàâòîëîãèé TAUT = {ϕ |
ϕ � òàâòîëîãèÿ}. Äåéñòâèòåëüíî, îïðîâåðãíóòü, ÷òî ϕ òàâòîëîãèÿ, î÷åíü ëåãêî: íóæíî
ïðåäúÿâèòü íàáîð çíà÷åíèé, íà êîòîðîì ôîðìóëà ëîæíà. Äîêàçàòü, ÷òî ϕ òàâòîëîãèÿ,
ìîæíî, ïðåäúÿâèâ âûâîä â èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé, îäíàêî òàêîé âûâîä ìîæåò áûòü
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ñëèøêîì äëèííûì: äëèííåå, ÷åì ïîëèíîì îò äëèíû ϕ. Êîðîòêèõ äîêàçàòåëüñòâ òàâòî-
ëîãè÷íîñòè íå èçâåñòíî.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî P ⊂ coNP ⊂ EXP. Òàêèì îáðàçîì, P ⊂ NP∩ coNP. Ïðî ýòî
âëîæåíèå òîæå íåèçâåñòíî, ñòðîãî ëè îíî, îäíàêî áîëüøèíñòâî èññëåäîâàòåëåé âåðÿò,
÷òî ñòðîãî. Â ÷àñòíîñòè, çàäà÷à FACTORING ëåæèò â NP∩ coNP: äîêàçàòü íàëè÷èå
äåëèòåëÿ â íóæíîì èíòåðâàëå ìîæíî, ïðîñòî ïðåäúÿâèâ åãî, à îïðîâåðãíóòü � ïðèâåäÿ
ïîëíîå ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Èìåÿ ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ïðîâåðêè
ïðîñòîòû, ýòî ðàçëîæåíèå ìîæíî ïðîâåðèòü è òàêèì îáðàçîì óáåäèòüñÿ â îòñóòñòâèè
ìíîæèòåëåé â çàäàííîì èíòåðâàëå. Îäíàêî ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ ïîèñêà
ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè, ïî âñåé âèäèìîñòè, íå ñóùåñòâóåò.

Òàêæå ëåãêî ïîêàçàòü òàêóþ ñâÿçü:

Òåîðåìà 16. Åñëè P = NP, òî NP = coNP = P.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü L ∈ coNP. Çíà÷èò, L ∈ NP. Ïîñêîëüêó ìû
ïðåäïîëîæèëè, ÷òî P = NP, òî L ∈ P. Ïîñêîëüêó êëàññ P çàìêíóò îòíîñèòåëüíî
äîïîëíåíèÿ, òî è L ∈ P. Çíà÷èò, coNP ⊂ P. Ïîñêîëüêó P ⊂ coNP, èìååì P = coNP,
à çíà÷èò è NP = coNP â ïðåäïîëîæåíèè P = NP.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè P = NP, òî NP âñ¼-òàêè çàìêíóò îòíîñèòåëüíî äîïîëíåíèÿ. Îá
èñòèííîñòè îáðàòíîé òåîðåìû íè÷åãî íå èçâåñòíî: èç NP = coNP àâòîìàòè÷åñêè íå
ñëåäóåò P = NP, ðàçëè÷èå NP è coNP ýòî îòäåëüíîå íåäîêàçàííîå ïðåäïîëîæåíèå.

7 Êëàññ NEXP

Äëÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ âû÷èñëåíèé òàêæå ìîæíî îïðåäåëÿòü âûñøèå êëàññû,

íàïðèìåð NE = NTIME(2O(n)) è NEXP = NTIME(2poly(n)). Âîïðîñ P
?
= NP ìîæ-

íî ïåðåìàñøòàáèðîâàòü â âîïðîñ EXP
?
= NEXP. Ìåæäó îòâåòàìè ìîæíî óñòàíîâèòü

ñëåäóþùóþ ñâÿçü:

Òåîðåìà 17. Åñëè P = NP, òî EXP = NEXP.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó EXP ⊂ NEXP, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü NEXP ⊂ EXP. Â
ïðåäïîëîæåíèè NP ⊂ P ýòî äîêàçûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ìåòîäà �ðàçäóòèÿ� (padding
argument). Èíòóèòèâíî, ýêñïîíåíöèàëüíîå âðåìÿ ðàáîòû ìîæíî ïðåâðàòèòü â ïîëèíî-
ìèàëüíîå, åñëè äîáàâèòü â àðãóìåíò ýêñïîíåíöèàëüíîå êîëè÷åñòâî íè÷åãî íå çíà÷àùåãî
�ìóñîðà�.

Ôîðìàëüíî, ïóñòü L ∈ NEXP, ïðè÷¼ì L ðàñïîçíà¼òñÿ íåêîòîðîé íåäåòåðìèíèðî-

âàííîé ìàøèíîé M çà âðåìÿ 2nc
. Òîãäà ÿçûê L̃ = {x012n

c

| n = |x|, x ∈ L} ëåæèò â

NP. Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ñíà÷àëà ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî àðãóìåíò èìååò âèä x012n
c

,
à çàòåì ïðèìåíèòü ê x ìàøèíó M . Âðåìÿ ðàáîòû ìàøèíû M ñîñòàâèò 2nc

, ÷òî áóäåò

ïîëèíîìîì (è äàæå ëèíåéíîé ôóíêöèåé) îò äëèíû àðãóìåíòà
∣∣∣x012n

c
∣∣∣ = n + 1 + 2nc

.

Â ïðåäïîëîæåíèè NP ⊂ P íàéä¼òñÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà M ′, ðàñïîçíàþùàÿ L̃
çà âðåìÿ poly(n + 2nc

) = 2O(nc). Òîãäà äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà, ïðèïèñûâàþùàÿ ê
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ñëîâó x åäèíèöû â êîëè÷åñòâå 2nc
è çàïóñêàþùàÿ M ′ íà ïîëó÷åííîì ñëîâå, áóäåò ðàñ-

ïîçíàâàòü L çà âðåìÿ 2O(nc), ò.å. çà ýêñïîíåíöèàëüíîå îò äëèíû âõîäà âðåìÿ. Çíà÷èò,
L ∈ EXP, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ïðî èñòèííîñòü îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ (åñëè EXP = NEXP, òî P = NP) íè÷åãî
íå èçâåñòíî. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò îðàêóë A, äëÿ êîòîðîãî EXPA = NEXPA, íî
PA 6= NPA.
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